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§ 11. PROPIEDADES SURTIDAS DE LAS FUNCIONES HOLOMORFAS

Este capitulo va a tener como punto de partida el Corolario 10.5 que hemos
demostrado en el capitulo anterior y cuyo enunciado repetimos a continuacion:

Corolario 10.5: (Analiticidad de las holomorfas - Formulas Integrales de Cauchy): Sea
f :D—— € holomorfa en un abierto D < € . Entonces, f es analitica en D. Més aln:

para cada disco abierto D(z,;7) < Dy todo z € D(z,;r) se verifica

f(z)=icn(z—zo)” (11.1)
donde cn=f(n)(20)= 1} f(w)dwl (11.2)
n! 27id (w—zy)"

para todo n>0,y C es cualquier circuito simple positivo contenido en D(z,;r) tal que
z, € RI(C) . Ademas, el radio de convergencia de (11.1) es 27, ysi D=C el radio de

convergencia es infinito (para cualquier z, € C'). m

Las igualdades (11.2) se denominan Férmulas Integrales de Cauchy (FIC’s) y de ellas se
deducen las siguientes desigualdades, muy importantes:

Proposicion 11.1 (Desigualdades de Cauchy). Bajo las mismas hipotesis del Corolario
10.5, para todo n >0 y para todo radio p <r:

‘f(")(zo)‘ﬁ M ,(C(z,; p))

(11.3)

donde C(z,; p) es la circunferencia de centro zo y radio p, y

M (C(zy3 ) = max{[f (w)]: we C(z,3 p) (114)



Demostracion: Podemos utilizar las FIC’s (11.2) con el circuito C(z,; p), y tenemos

f(w)ydw

n+l

) _n!
f (ZO)_Zﬂ'i iﬁ

Cosy W=Z))

Ahora, hacemos las acotaciones ya habituales de los modulos de las integrales:

o= Swdw | _ nl S )dw _ ! Lfw)dw] _
‘f (Zo)‘ 20 i) (W— Zo)n+1 = 1 C(i;p |W ~z, n+l 1 C(Zf;p) pn+l
L(C(zp37))
. n n! ) —= M (C(zy;p))
= 27 p™ §|f(w)”dwl < 2" M, (C(zy;p)) 270 = 0’

C(zp3p)

Una consecuencia impresionante de esta proposicion es el siguiente Teorema (de
Liouville). Como se puede observar, seguimos con corolarios de corolarios del Teorema
de Cauchy-Goursat. Pero en este capitulo pensé€ que ya era hora de salir un poco de la ya
extensa “letania corolaria ”.

Proposicion 11.2 (Teorema de Liouville) Sea f :C —— (C entera (es decir: homorfa en

todo el plano complejo) y acotada (es decir: existe K > 0 tal que Vze C: | f (z)| <K.

Entonces, fes constante.

Demostracion: Por hipdtesis, como el dominio donde f es holomorfa es todo el plano
complejo, las desigualdades (11.3) valen para todo z, € € y para todo radio p >0, pues

para cualquier » > 0 tenemos D(z,;r) < € . En particular, para n = 1 tenemos

M, (CGip) _ K

f'(z,)|
o,

Como esta desigualdad se verifica para todo p > 0, tomando limites en el sandwich

O£| f '(zo)|££ para p——>+0, resulta que | f '(zo)|=0. Hemos demostrado que
yo,

f'(z,) =0 paratodo z, € C, lo que implica que f'es constante (por ser € arco-conexo).

Digresion pedagogica: Observe que esta conclusion no es valida en el sandwich

0< |f'(Zo)| < w pues estas cotas M (C(z,;0)) = max{|f(w)| Twe C(Zo;p)}



dependen, en general, de p (y de zo). Podria ser, por ejemplo, M ,(C(z,;p0)) = |zo|,o2 (un

ejemplo muy sencillito). Aqui la clave es que la cota K no depende ni de zo ni de p. Por
otra parte, si pudiéramos obtener la misma conclusion sin esta hipotesis, estariamos
probando que todas las funciones enteras son constantes. Y el universo seria muy distinto
[

Observacion 11.1: Este teorema marca otra diferencia sustancial entre el analisis de

variable real y el de variable compleja. Por ejemplo, la funcion f(x) = ¢ es analitica y
acotada en ‘R, y obviamente no es constante. Otros ejemplos notables son las circulares
seno y coseno, que son en analiticas y acotadas en R. Aprovecho para recordar que
estas funciones, seno y coseno, no son acotadas en ', como puede verse directamente
observando sus componentes real e imaginaria y sin necesidad de molestar a Liouville.

El Teorema de Liouville tiene consecuencias muy fuertes. Damos a continuacién un
ejemplo muy puntual de su alcance, y luego lo utilizaremos en la demostracion de uno de
los Teoremas mas importantes en la Historia de la Humanidad.

Ejemplo 11.1: Determinar, si existen, todas las funciones enteras ftales que | f (z)| < et

paratodo ze (.

f(2)

e’

Re(z)

Resolucion: Puesto que |e’|=e “*’, tenemos, para todo ze (: <1. Entonces, la

funcién A(z) = f ( ) = f(z)e" es entera y acotada. Por el teorema de Liouville % es

f(2)

constante, es decir: existe ¢ € € tal que para todo z € € se verifica que —* =c, 0 sea:
e

f(z)=ce’. Finalmente, de la misma acotacion |c|="——<1 resulta que todas las

funciones que verifican las condiciones requeridas son de la forma f(z)=e"“¢’, a e R

Observacion 11.2: Insisto en la diferencia con el analisis real. En este caso, si nos
planteamos el mismo problema para funciones analiticas f:R——> R, la respuesta es

substancialmente distinta, pues existen funciones mucho mas variadas que verifican lo
X

pedido. Por ejemplo, f(x)=sen(x)e*, g(x)= 16—2, h(x)=¢e"
+Xx



Proposicion 11.3 (Teorema Fundamental del Algebra) Sea P un polinomio de grado > 1
y coeficientes complejos. Entonces, P tiene al menos una raiz compleja.

Demostracion: La idea es muy sencilla y consiste en averiguar qué pasaria si P no tuviera
ninguna raiz compleja. Supongamos entonces que P no tiene ninguna raiz, es decir, que

P(z) # 0 paratodo z € C . Entonces, la funcion f:C——>C tal que f(z)= P(l ) seria
z

entera (= holomorfa en todo el plano). Si probamos que en ese caso f seria necesariamente
acotada, por el teorema de Liouville fresultaria constante, y por lo tanto el polinomio P
seria constante: absurdo, pues los Unicos polinomios constantes son los de grado 0 (y el
polinomio nulo). Es decir que lo unico que nos queda por hacer es probar que si fuera

P(z)# 0 paratodo z € C, entonces f(z) = seria acotada. El primer paso es ver que

existe (y es un numero complejo) el limite _Lim_f(z). Lo haremos con cierto detalle a

modo de ejercicio. Recordemos que | Lim_ f(z)=, Lim, f [lj :
w

Escribamos P(z)=c,+cz+¢,z" +...+c,z", donde ¢, #0 y (por hipotesis) m=>1.

Entonces, para todo w e € —{0}:

f[lj_ 1 B w”

T - m m—1 m—2

w ¢, G, 6 I Cn CW +cw  +c,w T +.+c, Wt
wow w"

y por lo tanto  Lim,f (lj =0 (tener presente que c, #0). Entonces, para cualquier
w

£>0 existe 0 >0 tal que

f (lj <¢& para todo we € que verifique 0< |w| <0.En
w

particular, podemos elegir £ =9 y entonces existe 0 >0 tal que para todo we C w tal

que 0< M <o se verifica

f (l <9. Entonces, volviendo a la variable z=l: si
w w

|z| >% entonces | f (z)| <9. Hemos probado que | f | es acotada en el exterior del disco

D(0;%), siendo 9 una cota. Pero por ser | f | continua, también es acotada en el cerrado y

acotado D(0;5) . Sea M una cota de | f | en D(0;5) (supongo que no hace falta aclarar

que estamos hablando de cotas superiores de | f; sino entiende por qué, medite un poco

: : 1
antes de seguir). Entonces, K =M +9 es una cota de | f | en C: si |z| Sg, entonces

|f(z)|SMSM+9,ysi |z|>%,ent0nces |f(z)|S9SM+9 ]



Veamos ahora un par de consecuencias importantes de la analiticidad de las funciones
holomorfas (Corolario 10.5 del Cap. X). Primero, necesitamos un lema y algunos
conceptos necesarios.

Lema 11.1: Sea f: D—— € una funcion analitica en un abierto conexo D c € tal que

existe z, € D donde se anulan f'y todas sus derivadas, es decir: f(z,)=0y f"(z,)=0

paratodo ne N . Entonces, fesidénticamente nula en todo D.

Demostracion: Por ser fanalitica en D, existe un radio » > 0 (eventualmente infinito) tal
que D(z,;r) € D yparatodo z en el disco D(z,;r):

f(2)= f(z) + [ '(z)(z — z) +%f"(20)(2 _20)2 +%f(3)(zo)(z_zo)3 +...

Por hipotesis tenemos entonces que f(z)=0 para todo ze D(z,;r). Pero lo que
queremos probar es que f(z)=0 para cualquier punto z € D, no solamente para los
puntos del disco D(z,;r). Para probar esto existen algunas ideas sencillas pero un poco

ingenuas, pues requieren detalles técnicos demasiados engorrosos para justificarlas. Por
otro lado, las formas mas eficientes de probar el lema requieren herramientas que estan
fuera del alcance de este curso, aunque no muy lejos. El resto de la demostracion es
solamente para los interesados, audaces y mayores de edad. De todos modos, como escribi
ya varias veces, puede obviarse olimpicamente.

Una de las formas mas cortas de demostrar el lema utiliza el conjunto £ < D de todos
los puntos de D donde se anula f y todas sus derivadas, es decir: el conjunto
E = {z eD/Vn>0:f"(z)= O}. Los pasos son tres:

(a) Primero probamos que E es abierto: dado z, € £ existe un disco D(z;; p) D tal que

f(2)=D % f"(z))(z—-2z)" para todo ze D(z;p), pero por ser z, € E, f"(z)=0
n=0

paratodo n >0,y entonces f(z)=0 paratodo z € D(z; p), pero esto implica, a su vez,

que paratodo n>0: " (z)=0, pues fse anula en todo el abierto D(z,; p). Por lo tanto,

hemos demostrado que para cada z, € E existe p > 0 tal que D(z;;p) < E , es decir: que

todos los puntos de £ son interiores.

(b) Ahora probamos que E es cerrado en D, es decir: que todo punto z, € D que sea
adherente a E, pertenece a E. Probemos: por ser z, adherente a E, para cada k € N existe
un w, € E tal que |z, —w,|< L. Porlo tanto, , Lim_ w, =z, y porser /" continua (para

todo n), resulta  Lim_ ™ (w,)= " (z,). Pero cada w, es un elemento de £, por lo tanto



£ (w,)=0 para todo n y todo k. Concluimos entonces que f"(z,)=0 para todo n, es

decir, que z, € E .

(¢) Broche de oro: Por ser D conexo, sus unicos subconjuntos abiertos y cerrados (en D)
son I y D (es una caracterizacion sencilla de los conexos en general). Por lo tanto, o
bien £ = o bien E = D. Pero E no puede ser vacio, pues por hipdtesis z, € E . Por lo

tanto, £ = D, lo que significa que f se anula en todos los puntos de D. ;Qué le parece esta
demostracion? =

Definicion 11.1: (es una definicion larga): Sea f: D—— € una funcion holomorfa en

un abierto D < €. Un cero de f es, sencillamente, un punto z, € D tal que f(z,)=0
(el término raiz se reserva, habitualmente, para los ceros de las funciones polindmicas).
Ahora, como hemos demostrado en el capitulo anterior, por ser f holomorfa en D, es
analitica en este abierto, es decir: existe un radio » > 0 (eventualmente infinito) tal que
D(z,;r) < D yparatodo z en el disco D(z,;r):

f(2)= % + [Nz =2) + 5 " (@) 2= 2) + 3 1P (2)(z = 2) + ...

(11.5)
fi(2)

=(z—z)Lf '(Zo)+%f"(zo)(z_Zo)"'%f(})(zo)(z_zo)z +...]

Obsérvese que la funcion fi es holomorfa en D, pues para todo zeD—{zO}:

fin="LC

z-2z,

,y enel entorno D(z,;r) admite el desarrollo en serie indicado en (11.5)

entre corchetes. Es decir: si f(z,) =0, tenemos una factorizacion f(z)=(z-z,)f,(z),
valida para todo z € D, donde fi es holomorfa en D. Si f,(z,) # 0, diremos que zo €s un
cero simple o de orden 1 de f. Si f,(z,) =0, podemos aplicar el mismo razonamiento

anterior a la funcion holomorfa fi y deducir que se puede factorizar en la forma
f1(z2)=(z—2z,) f,(z) donde f> es holomorfa en D, de donde obtenemos la factorizacion

f(2)=(z-2z,) f,(z) de f. Ahora, si f,(z,)# 0, diremos que zo es un cero doble o de
orden 2 de f. Si f,(z,)=0, de manera analoga obtenemos una factorizacion
f(z2)=(z-z,) f,(z) de f donde f; es holomorfa en D. Ya puede adivinar que si

f5(z,) # 0, diremos que zo es un cero triple o de orden 3 de f. Podemos seguir, pero no

va a ser practico ni instructivo, mas bien mondtono. La pregunta es si en algin momento
el proceso termina, es decir, si se llega necesariamente a un ke N tal que

f(z2)=(z-z,)" f,(z) paratodo ze D y fi holomorfa en D tal que f,(z,)# 0, caso en

que diremos que zo es un cero de orden k de f. Una observacion trivial es que si fes



idénticamente nula en un entorno D(z,;r') < D(z,;r) , no puede existir tal entero &, pues
en ese caso tendriamos 0= f(z)=(z—z,)" f,(z)para todo ze D(zy;r'), de donde
resultaria f,(z)=0 para todo ze D(z,;r")— {ZO}, y entonces la continuidad de fi
implicaria que f,(z,) =0, contra lo supuesto. Por lo tanto, supondremos que f no es nula

en un entorno de zo. Ahora, la clave para saber si existe el famoso entero k y en tal caso
poder determinarlo esta en las sucesivas derivadas de f'en zo, como se puede ver en (11.5).
Si retomamos de alli:

=0

——
f(Z) = f(Zo) +f '(Zo)(z _Zo)+%f"(zo)(z _20)2 +%f(3)(20)(z _Zo)3 +...

Si(2)
=(z=2)f '(2) + 5 /" )z = 2) + 5 [PV (2 )z —2)" +..] = (i f'(2)=0)
fi(zo)
f2(2)

=(z=2))[5/" () + 5 /P )z =2) + 5 V(2 )z =2)" ] = (i f"(2))=0)

f2(z0)

f3(2)

=(z _20)3[%f(3)(20) +%f(4)(zo)(z_zo)+éf(5)(zo)(2_zo)2 +..] = (si f(3)(zo) =0)

S3(20)

S (2)

=(z- Zo)kil[(kil)g f(kil)(zo) + %f(k)(zo)(z —zy)+ (k.}.l)} f(k+l)(zo)(z - Zo)2 +..]=
7

Siea1(zo)

(i f“7"(z)=0)

Ji(2)

k k k+1 k+2 2
=(z-z,) [%f( )(Zo)_{'ﬁf( : )(Zo)(z_zo)+ (kiz)! f( : )(Zo)(z_zo) +..]
%/_/

Jie(z)

y aqui termina sii f(z,) # 0. En este caso, decimos que zo es un cero de orden k de f.
Es decir: zop es un cero de orden k de f sii existe f; holomorfa en D tal que
f(z2)=(z-z,)" f,(z) paratodo ze D y f,(z,) # 0,y esto es equivalente a

f(z)=f'(z) = f"(z) == [*(z) =0 [P (2)

En el caso en que todas las derivadas de f se anulen en 0, si D es conexo, por el lema
previo la funcion f'es idénticamente nula.



Proposicion 11.4 (Principo de los Ceros Aislados) Sea f:D——(C holomorfa en un

abierto conexo D c € ysea Z(f)= {z eD:f(z)= O} el conjunto de sus ceros. Si existe
z,€Z(f) que es punto de acumulacion de Z( /') , entonces f es idénticamente nula.

Equivalentemente: si f'no es idénticamente nula, todos sus ceros son aislados, es decir,
para cada z, € Z(f) existe ro > 0 tal que D(z,;r,)<D y f(z)#0 para todo ze

D(z;1y) — {Zo}-

Demostracion: Si f no es idénticamente nula y f(z,) =0, entonces existe un entero
positivo k y una funcion f; holomorfa en D tal que f(z) = (z - z,)" f,(z) paratodo z € D
y f.(z,) #0 (es decir: zo es un cero de orden & de f'; ver definicion previa). Ahora bien,
por ser |fk (zo)|> 0 y por ser |fk| continua, existe 7, > 0 talque D(z;;r,) <Dy |fk (z)| >0
paratodo z € D(z,;r,). Por lo tanto, el inico punto del disco D(z,;7,) donde se anula f

es zo, pues f(z)=(z—z,)" f,(z) paratodo D(z,;r,)m

Esta propiedad es muy interesante y en realidad es consecuencia de la analiticidad de las
holomorfas. También vale para funciones analiticas de variable real, pero no para las
derivables (de variable real). Por ejemplo, la funcion f:R——> R tal que f(x)=0 si

x<0y f(x)=x"si x>0, es de clase C' en la recta real y sus ceros no son aislados,
como puede observarse sin demasiada dificultad. Lo que ocurre con las funciones
analiticas es un fenémeno que ya hemos mencionado, y es que el valor que toman en un
punto depende de los valores que toman en un entorno de dicho punto. Pero dejemos las
disquisiciones metafisicas para otro momento y pasemos a un par de observaciones,
algunos ejemplos y una consecuencia muy importante.

Nota 11.1: En el enunciado, la hipotesis de que el punto de acumulacion de ceros sea un
punto del dominio de la funcidon, es indispensable. Por ejemplo, la funcion

f(z)= sen(zj es holomorfaen ¢ — {0} (que es abierto y conexo) y se anula en todos los
z

1 . .
puntos — , n € N,y 0 es punto de acumulacion de estos puntos. Pero por suerte 0 no esta
n

en el dominio de f* (pues f no es idénticamente nula, creo... )

Nota 11.2: Que una funcion holomorfa no nula tenga infinitos ceros no es dificil de
ejemplificar: la funcion seno tiene los infinitos ceros z, =k, k € Z . Pero si una funcién

holomorfa en un dominio conexo tiene infinitos ceros en un subconjunto cerrado y
acotado de su dominio, es idénticamente nula en dicho dominio. La razon es la siguiente:
no es dificil demostrar (a la manera de Bolzano) que un conjunto infinito y acotado de
puntos del plano tiene necesariamente un punto de acumulacion (que puede o no



pertenecer al conjunto). Una formulacién equivalente es que un conjunto infinito y
acotado X — € contiene al menos una sucesion convergente (a un punto que es punto
de acumulacion del conjunto y puede o no pertenecer al conjunto X). Ahora, supongamos
que f:D——Ces holomorfa en el abierto conexo D < € y que ademas existe un
conjunto infinito X de ceros de f'en un subconjunto cerrado y acotado K — D . Entonces,

existe una sucesion (w,)_, de ceros de fenX que converge a un punto w. Pero ¥ c K

y por lo tanto w es punto de acumulacion de puntos de K. Por ser K es cerrado, we K,

lo que implica que we D, pues K < D. Pero entonces, como f es continua ( por ser

f continua ,—=JL
holomorfa), f(w)= f(,Lim w,) =  Lim_ f(w,)=0. Porlo tanto, w es un punto del

dominio de f que es punto de acumulacion de ceros.

Corolario 11.1: (Principio de Prolongacion Analitica)
Sean f:D——C y g:D——C holomorfas en un abierto conexo D < C, tales que
el conjunto de puntos Efe= {z eD: f(2)= g(z)} tiene al menos un punto de acumulacion

zy, € E, .. Entonces, f(z)=g(z) paratodo zeD.

Demostracion: Basta con aplicar el Principio de los ceros aislados a la funcién holomorfa
f-g:D—>Cnm

Nota 11.3: La razon por la que este teorema tiene el nombre de Principio de prolongacion
analitica esta relacionada con un problema que obsesion6 durante mucho tiempo a gente
como Riemann. El problema es muy sencillo de plantear: dada una funcion f: D——C

analitica en un dominio abierto D — ', dos preguntas surgen de manera natural. La
primera (existencia): |Existe un dominio abierto conexo DcC que contenga
estrictamente a D y una funcién analitica 7 :D—( tal que JNF‘D = f? Si existe, 7
se denomina “prolongacién analitica” o “extension analitica” de f al dominio D.la
segunda (unicidad): Si existe una prolongacion analitica de f* a D, [es unica? El
Corolario 11.1 resuelve - afirmativamente - el problema de la unicidad con total
solvencia: sean ]71 :D——C vy /72 :D——( dos extensiones analiticas de /' a un
dominio D > D . Entonces el conjunto E.?i 7= {z eD: ]71(2) = fz(z)} contiene al abierto
D, y cada punto de un abierto es punto de acumulacion del mismo, por lo tanto
]71(2) = ]72(2) paratodo z e D . Obsérvese que para esta conclusion lo que utilizamos es

la existencia de un abierto no vacio contenido en E P = {z eD: ]71(2) = fz(z)}, y es por
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eso que una formulacion habitual - y mas débil - del Principio de Prolongacion Analitica
es la que presenta como hipdtesis la existencia de un entorno de un punto de D donde las
funciones f/* y g coinciden. Respecto de la existencia de prolongaciones analiticas, ya
hemos hecho alusion al problema en la Nota 10.2 del Capitulo X, y hemos intuido que en
general no es un tema es sencillo. Lo que se busca, en realidad, es un dominio D maximal

donde exista una extension analitica, es decir: una extension analitica maximal,
inextendible a dominios mas grandes. En algunos casos esto es muy sencillo de resolver,

como por ejemplo para la funcion f : D(0;1)——> € tal que f(z)= z z" . Claramente la
n=0

funcion ]7 :C - { 1 }—)@ tal que ]7(2) = IL es una extension analitica maximal de

f y por el Principio de Prolongacién Analitica, es unica. Ahora bien, la funcion

f:D(0;)——>C tal que f(z)= i n(n)

n

z

(la serie tiene radio de convergencia 1), ;se

puede extender mas alla del disco de convergencia? ;Sera inextendible? Un problema de
existencia de prolongacion analitica cuya dificultad es de otro tipo es el que plantea el
logaritmo principal, como vimos en la misma Nota 10.2 mencionada més arriba. Pero
parece llegado el momento de concluir la nota, pues respecto del problema de la existencia
de extensiones analiticas, es todo lo que podemos escribir en estos apuntes (no queremos
obsesionarnos).

Ejemplo 11.2: (Ejercicio) Determinar, si existen, todas las funciones holomorfas en el

disco D(0;2) que se anulan en los puntos l, nelN.
n

Respuesta: Sea f holomorfa en D(0;2) tal que f (lj =0 paratodo n € NV . Entonces, por
n

la continuidad de f, también se anula en 0. Como 0 € D(0;2), resulta que 0 es un cero de

f que es un punto de acumulacion de sus ceros. Por lo tanto, como D(0;2) es conexo, la
unica funcién que cumple lo pedido es la funcion nula.

Ejemplo 11.3: (Ejercicio)

(a) Sea g:R——>N tal que g(x)= x%en(zj si x#0 y g(0) = 0. Probar que es una
X
1

funcién de clase C! que se anulaenOyen —, ne N .
n

(b) Sea h:C——C tal que h(z)= z3sen(£j si z#0 y h(0) =0 . Probar que % no es
z

derivable en 0.
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Sugerencias para (b): Observe que si 4 fuera derivable en 0, entonces seria holomorfa
en todo el plano. Pero / se anula en 0 y en todos los puntos l, n e N . Por el Principio
n

de los Ceros Aislados, seria la funcion nula... Si usted quiere adaptar la demostracion de
que g es derivable en 0 a la “demostracion” de que / es derivable en 0, se va a encontrar
con la siguiente “pequefia diferencia”: las funciones seno y coseno son acotadas en R
perono en

Ejemplo 11.4: En la primera clase hemos presentado informalmente la exponencial
compleja y sus propiedades mas importantes. Mas tarde, luego de presentar las series de
potencias, le extendimos el certificado de nacimiento. Claramente, lo que hicimos (lo hizo

00 n

Euler) fue extender la exponencial real e* = Zx— al plano complejo utilizando la misma
n=0 n.

ee} n
: z : . e
serie: exp(z) = Z—', que tiene radio de convergencia infinito. Esto puede verse como
= n!

una extension analitica, pero no de una funcion definida en un abierto del plano complejo,
sino de una funcion analitica real. La pregunta que podemos hacernos es si puede o no
existir otra funcién f:C——C tal que restringida a ‘R sea la exponencial real. Y la

respuesta es no, y la razon la tiene, nuevamente, el Principio de Prolongacion Analitica
(Corolario 11.1) tal cual lo formulamos: el conjunto de ceros de la funcion f —exp es

toda la recta real, cuyos puntos son todos de acumulacion. Como se puede imaginar, esto
se generaliza de manera inmediata: sea 4 : / —— R una funcion analitica en un intervalo

real IR, sea Dc € un abierto conexo que contiene al intervalo /, y sean

f:D——>C y g:D——>Cdos holomorfas tales que f‘, =h y también g =h.

Entonces, f(z)=g(z) paratodo z e D, por la misma razon: el conjunto de ceros de f -

g contiene al intervalo /.

Ejemplo 11.5: (Persistencia de las Identidades) En realidad no me acuerdo si esta
propiedad se llama asi. De todos modos, es un nombre expresivo, y si quiere puede
bautizarla de otra manera. El siguiente ejemplo de lo que estamos denominando
«persistencia» es muy sencillito y puede explicar por qué elegimos ese nombre: sea

f:C——C la funcién entera f(z)=sen(z)’ +cos(z)” —1. Entonces, el conjunto de
ceros de esta funcion contiene a la recta real (supongo que se acuerda de eso). Por lo tanto,
por el Principio de los Ceros Aislados, f'se anula en todo el plano complejo, es decir:
Vz € € :sen(z)” + cos(z)* =1. Hemos probado una identidad sin hacer cuentas, lo que es
siempre agradable. Un enunciado general de esta propiedad podria ser el siguiente. Sean
tis f5se-es f,, holomorfas en un abierto conexoD < € que contiene un intervalo real
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IcR,ysea F:Cx(Cx..xC——>C una funcion de m variables complejas, holomorfa
respecto de cada una de estas variables. Entonces, si para todo xe/l se verifica
F(f,(x), f,(x),.... f,,(x))=0, entonces también se verifica la identidad
F(f,(2), f,(2),.... f,(z)) =0 para todo ze D. Este enunciado no es el mas general

posible, pues F podria estar definida en un dominio mas pequefo y esto exigiria agregar
varios detalles técnicos inevitables. Lo Unico que se necesita, realmente, es que quede
bien definida y sea holomorfa en D la funcion h(z) = F(f,(2), f,(2)...., f,,(2)), para

aplicarle el Principio de los Ceros Aislados. El caso mas sencillo (y el que aparece en el
ejemplo que dimos) es el caso en que F es una funcion polindmica de varias variables. En

el nuestro ejemplo inicial, tenfamos m = 2, : F(w,w,) = wl2 + wz2 -1, fi(z)=sen(z) y

f>(z) =cos(z).

Ahora, veamos una consecuencia muy popular de la analiticidad de las holomorfas.

Proposicion 11.4 (Regla de I’Hopital)

Sean f:D——>C y g: D——(C dos funciones holomorfas en un abierto D < € y un

punto z, € D, tales que f(z,)=g(z,)=0y g(z)# Oparatodo ze D — {zo}. Entonces,
/) & (finito), y en ese caso
g(2) (z

existe Lim (finito) si y solamente si existe _Lim
z—/——1z, z————2,

ambos limites son iguales.

Demostracion: Lo Uinico que necesitamos es desarrollar en serie ambas funciones en torno
de zo. Sea r > 0 tal que D(z,;r) < D . Entonces, para todo z € D(z,;r) — {zo}:

£G) _ TG+ LG =2) + 4 G =2) + 1 SO =2) 4
g(2) \gﬁ(i))"' g'(ZO)(Z—ZO)+%g"(ZO)(Z _Zo)2 +§g(3)(20)(2 _Zo)3 t..

~ (11.6)
_ f'(Zo)+%f"(zo)(z_Zo)"‘%f@)(zo)(z_zo)z +..
g'(zo) + %g"(zo)(z - Zo) +%g(3)(zo)(z - Zo)2 +...
Mientras que
O WY ACH AN CRESLE TANEN CIuEN s i

g'(2)  g'(z)+&" () z—2)+ L gV (z)z~2,) +..
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(Recordemos que el radio de convergencia de la serie de Taylor de una funcion holomorfa
es siempre mayor o igual que el radio de cualquier disco contenido en el dominio de la
funcién). Dejo a usted completar los detalles que faltan a partir de (11.6) y (11.7) m

Pregunta 11.1 : (Qué pasasi f'(z,)=g'(z,)=0?

Observacion 11.3: Solamente hemos presentado la version compleja del caso “% ”. En

mi opinién, la regla de I’Hopital es peligrosisima y hay que manejarla con extrema
prudencia, observando detenidamente las condiciones de aplicacion. Pero mucho mas

. 0 0 . . .
peligroso que el caso “6 > es el caso “—” Aconsejo con fervor alejarse rapidamente, por
o0

f X

ejemplo cambiando = por
g

|~ |o» J—

0 .
para pasar al caso “6 ”, un poco menos peligroso.

~

Observacion 11.4: Un par de cuestiones practicas:

(a) Es muy frecuente, lamentablemente, el uso abusivo de la regla de I’Hopital. Por

f(2) - f(z)

z-2z,

ejemplo en su aplicacion al calculo de limites de la forma _Lim_ . No es

que no se pueda aplicar, pero se esta utilizando la regla de I’Hdpital para calcular una
derivada, y a su vez se necesita la derivada para aplicar la regla de I’Hopital. Dicho de

z

cuando z

otro modo, si utiliza la regla de [’Hopital para calcular el limite de ©
z

tiende a 0 esta utilizando la derivada de la exponencial para calcular su derivada en O...

(b) Otra cuestion practica que suele suceder es el exceso de cuentas innecesarias en la

aplicacion de la regla de I’Hopital. Un ejemplo: para calcular (si existe) el limite de
[I;C()ﬂ cuando z tiende a 0, no se le ocurra aplicar la regla de ’Hopital a todo el
z°[i+ sen(z)]

cociente, pues va a estar largo rato haciendo cuentas sin sentido. Lo que tiene que observar

z

Co . . e
esqueni e ni i+ sen(z) se anulan en 0, y que por lo tanto la funcién A(z) = ——
i+sen(z)

es continua (y no nula) en un entorno de 0. La continuidad de # implica que
1 . . 1-

_Lim h(z) = h(0) = - =—i . Entonces, lo que hay que estudiar es el limite de C—OZS(Z)
l z

cuando ztiende a 0, lo que es realmente sencillito (nostalgias de Andlisis I). Aplicando
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la regla de I’Hopital dos veces a ﬂ resulta que Z@Oﬂ:%En
z z
definitiva,  Lim, 5N _ iy 12D iy, €S =TL
z°[i + sen(z)] z i+sen(z) 2 2

Terminamos el capitulo con otra propiedad sorprendente de las funciones holomorfas.

Proposicion 11.5 (Principio del Modulo Maximo)

Sea f: D—— ( holomorfa en un abierto conexo D < € y supongamos que en z, € D

su modulo alcanza un maximo local, es decir: existe un disco D(z,;R) < D tal que

VzeD(z;R): [f(2)<|f(z,) - (11.8)

Entonces, f'es constante en D. Es decir: el modulo de una funcién holomorfa no constante
en un abierto conexo no puede alcanzar un maximo local en un punto interior de D.

Demostracion: En el disco D(z,;R) < D se tiene el desarrollo f(z) = ZCn(z—zo)”,
n=0

donde, en particular: ¢, = f(z,) . Ahora:

O =@ =3 Y een(z=2) E=Z)" (11.9)

n=0m=0

Dado un niimero real r tal que 0 <r <R, paratodo 6 €[0,27], el punto z = z, +re’’ es

un punto del disco D(z,;R) . Reemplazando en (11.9):

‘f(z0 + re"g)‘2 = iicna primeltnme (11.10)

n=0m=0

Integrando ambos miembros respecto de 6 €[0,27]:

=0 si n#m

f_J%

2z © ® - 2 © o ©
”f(zo +rei9)‘2dl9 = ZZCHCW r" J-ei("_'”)edﬁ = ZCncnrzn 2r = 27[Z|cn|2r2” (11.11)
0 n=0 n=0

n=0 m=0 0
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Es decir:

2 2 5 2 4 2 6 1% PRCIRUERS B 2 2 2
leof +le' 7 +es[ r +lesf +...:E£‘f(zo+re ) a0 < E£|f(zo)| d0 =|f(z,)[ =lc|
Se deduce inmediatamente que ¢, =¢, =c¢; =....=0, lo que significa que f es constante

en el disco D(z,;R) . Ahora, la funcién f —c, es analitica en el abierto conexo Dc €'y
se anula en el disco abierto D(z,;R) . Por el Principio de los Ceros Aislados, f —c, es

idénticamente nulaen D. =

Corolario 11.2 (Principio del Modulo Minimo) (es un chiste)
Sea f: D——(C holomorfa en un abierto conexo D < € tal que f(z)# 0 para todo
ze D,y supongamos que en z, € D sumodulo alcanza un minimo local, es decir: existe

un disco D(z,;R) < D tal que
VzeD(z;R): [f(2) 2|/ (z,) - (11.12)

Entonces, f'es constante en D. Es decir: el médulo de una funcion holomorfa no constante
en un abierto conexo no puede alcanzar un minimo local en un punto interior de D, salvo
que ese minimo sea 0.

e L1
Demostracion: Si f(z)# 0 paratodo z € D, entonces la funcion — es holomorfa en D.

Ahora, basta con aplicar el Principio del Modulo Méximo a esta funcion = |

En la préctica veremos ejercicios de aplicacion del Principio del Modulo Maximo, pero
podemos comenzar intentando imaginar el grafico del modulo de una funcion holomorfa
en un dominio abierto conexo. Es una superficie que se encuentra encima del nivel 0 (el
« plano xy ») y que no tiene ni «picos», tampoco «valles» salvo que toque el nivel 0 (en
los ceros de la funcion). Es decir: si la funcion no se anula en ningtin punto, esa superficie
es local y globalmente alabeada.



